CE QU’IL FAUT SAVOIR FAIRE A L’ISSUE DE LA SEQUENCE...

o connaitre et utiliser les symboles >, et || et leurs
propriétés

o effectuer un changement d’indice dans une somme

o connaitre et utiliser la notation n!

o connaitre et utiliser les sommes de référence NO mbre S

o calculer des sommes
o démontrer des inégalités simples

0O rédiger un raisonnement par récurrence

Nombres entiers, raisonnement par récurrence
récurrence simple
récurrence double
récurrence forte

Ensemble des nombres réels
Intervalles de R
Valeur absolue
Partie entiére
Exposants, racine carrée
Identités remarquables
Théoréme de la borne supérieure

O O 0 J U DN

DIFFERENTS NOMBRES POUR DIFFERENTES MODELISATIONS

Les ensembles de nombres communément utilisés en BCPST sont N C Z C Q C R C C.
L’espace-temps présente a notre échelle toutes les apparences de la continuité. Les nombres
réels, et plus généralement les espaces type R" permettent de représenter plusieurs dimensions
continues d’informations. Par exemple, la position d'un objet a un instant ¢ sera modélisée
par quatre réels (x,y, z,t). On peut aussi modéliser la trajectoire par une application ¢
(z(t);y(t); z(t)) continue.

e la continuité (de valeurs, de fonctions)
e le fait de pouvoir se rapprocher aussi prés qu’on veut, (limite en a € R...) ...les
fonctions

sont typiques des nombres réels.

Quand les valeurs sont séparées, on parle de modélisation discréte. Par exemple, on mesure le
pH toutes les minutes, la masse tous les jours. On aura alors une suite de valeurs.

Les valeurs successives sont indexées par des entiers, ce qui permet de parler :

e de valeur initiale (premier terme, généralement )

e de valeur suivante (u,, , est le terme suivant u,,)

Les nombres entiers permettent de parler de valeur suivante, ce que ne permettent pas
les nombre réels.
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CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

Nombres entiers, raisonnement par récurrence

Propriété 1 (Principe de récurrence) LFCULL ANEN Sl e

Soit n un entier, et (n) une proposition dépendant de n.
Si P(ny) est vraie (initialisation) et si Vn > ng , An) = PAn+ 1) (hérédité) alors PAn)
est vraie pour tout entier n > ny .

Preuve: Admis

Propriété 2 (Récurrence double) SLOLULLAL N DIEIELY

Soit n un entier, et (n) une proposition dépendant de n.
Si Any) et Alng + 1) sont vraies (initialisation)

etsiVn = ng, (PAn) et An+ 1)) = Pn + 2) (hérédité),
alors A(n) est vraie pour tout entier n > n,.

Propriété 3 (Récurrence forte) LGOI EINIE SN

Soit n un entier, et (n) une proposition dépendant de n.
Si P(ny) est vraie (initialisation)

etsiVn > ng, (Vk € [ng,n], Ak)) = Pn+ 1) (hérédité)
alors P(n) est vraie pour tout entier n > ny .

Ensemble des nombres réels

NOTATIONS
On note
e R I'ensemble des nombres réels.
e R, Iensemble des nombres réels positifs : R, = {z € R | z > 0}
e R_ I’ensemble des nombres réels négatifs : R_ = {z € R | z < 0}
e R* 'ensemble des nombres réels non nuls : R* = {z € R |  # 0}
Propriété 4 (inégalités et somme) QUELQUES RAPPELS SUR L'ORDRE

Pour tous réels a, b, c,d, telsque a < betc < d,on a:
a+c<b+d

En particulier, si (uy)ocrcn et (Vg)ocrecn sont des réels tels que

Vk e [0;n], wu, <vg,ona: . .
D < D v
k=0 k=0

\

Remarque : Dans ce qui précede si I'une des inégalités u;, < v, est en fait stricte, I'inégalité finale est
stricte également.
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CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

Cette propriété sera tres utilisée pour encadrer le terme général d’une suite définie par
une somme.

Propriété 5 (inégalités et produit par un réel positif)

Soit a, b deux réels tels que a < b et k un réel |strictement positif|. Alors

k.a<k.b

Soit a, b deux réels tels que a < b et k un réel |strictement négatif|. Alors

k.a>k.b

Propriété 6 (inégalités et fonction monotone)

Plus généralement, soit a, b deux réels d’un intervalle I et f une fonction définie sur I.
e Si f est strictement croissante, alors a < b = f(a) < f(b)

e Si fest croissante, alorsa < b = f(a) < f(b)

o Si fest strictement décroissante, alors a < b = f(a) > f(b)

e Si fest décroissante, alorsa < b = f(a) > f(b)

Il faudra toujours penser a justifier les enchainement d’inégalités. En particulier, quand
on multiplie par une quantité dépendant d’une variable, justifier son signe, si on compose
par une fonction, justifier que 'on est dans un intervalle sur lequel celle-ci est monotone.

VOIR AUSSI

Nous reparlerons d’inégalités dans les themes suivants :

+ fonctions

« limites et inégalités

« intégrales

« on peut démontrer une famille d’inégalités par récurrences
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Exemples

Remarque

Cuarrtre N°2 — Ensemble des nombres réels

[BCPST1 Externat Chavagnes)

INTERVALLES DE R

On représente souvent R par I’ensemble des abscisses des points de la droite graduée, que I’on

parcourt de maniére continue.

Définition 1 (Intervalle)

Soit I un ensemble de réels. On dit que [ est un intervalle de R quand :

V(z,y) €I?, VzeR, (z<z<y=z2¢€l).

Exemple n° 1

R* n’en est pas un car il contient -1 et 1 mais pas 0.

@ est un intervalle

R, R, [0, 5], ]3, 18] sont des intervalles de R.

Si un intervalle non vide est borné, il contient alors tous les réels strictement compris
entre sa borne inférieure et sa borne supérieure.

Il'y a9 types d’intervalles

Intervalle Représentation graphique Inégalité
a b
x € |a;b] [ ! > a<x<b
a b
L [ .
x € |a;b] : i a<z<b
a b
1 ] -
x € Ja;b] ! ! i a<z<b
: ;
z € Jasb| J : g a<x<b
>
xr € |—o0;+00] r € R
(tous les x)
b
r € |—oob| ' g x <b
b
r € | —o00;b] ! g x <b
a
: =
1
zr € la;+0o0o] a <z
a
3 >
x € [a;+o0] ' a <z
re g " aucun r

4/10



Preuve :

Preuve :

CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

Un intervalle de la forme [a; b] est dit fermé
Un intervalle de la forme ]a; b| est dit ouvert

Le symbole oo se prononce « infini ». Un intervalle est toujours ouvert en +o00
(un nombre x ne peut étre égal a co qui n’est pas un nombre).

Remarque : Un intervalle peut étre inclus dans un autre intervalle.
Par exemple, [0; 1] C [0;2] ou |0; 1[C [0; 1] mais [0; 1] n’est pas inclus dans ]0; 00|

VALEUR ABSOLUE

Définition 2 (Valeur absolue)

Pour tout réel z, le maximum de 'ensemble {x, —z} est la valeur absolue de =,
notée |z|. En pratique, pour tout réel z,
x sizx >0

2] = —x siz<O0

Propriété 7
Pour tous réels z et y,on a:
|z[ >0 (1.1)
2> =22  (1.2)
o] =Va2 (13
lz|=0= 2 =0(1.4)
lzy| = [z |[y] (15)

\

(1) « et —x sont opposés. L’un des deux est positif donc | 2 | = max(z,—z) >0

(2) | | est égal &  ou & —z. Dans les deux cas, | z|* = 22

(3) d’aprés (1), | « | > 0. Donc, par définition de la racine carrée, |z | = Va2
(4) x = |z|oux = —|z|. Donc dans les deux cas, si || = 0,2 =0
202 2
G) (lzlly)? =z |y]" = 2%y* = (vy)* = | 2y
Donc |zy| = |« | |y | car deux nombres positifs ayant méme carré sont égaux.

Pour manipuler des valeurs absolues, on cherchera le plus souvent a raisonner par
séparation des cas.

Propriété 8 (Inégalité triangulaire)
Pour tout (z,y) € R, ona:

[z =yl | <|lz+y|<|z|+]|y]

Soit (z;y) € R?. Elevons au carré les trois membres de I'inégalité.
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CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

(lz|—|y))? = |z > =2]z||y|+|y|* = 2> +y>—2]|zy]
|z +yl* = (z+y)° =% +y? + 2xy
2 2 2
(Jz|+ly)" =z +2|z|ly|+|y|” =2*+y*+2|zy]|

Or, —|ay | < zy < |zy|
On en déduit I'inégalité triangulaire. O
Propriété 9 (Inégalité triangulaire)

Soit n € N*. Pour tout (21,25, ...,z,) € R",ona:

n
>
k=1

n
< |-
k=1

\

Preuve :(D.A.C) Le résultat est vrai pour n = 1 (la somme comporte alors un unique terme).
n n

Zxk <Z\$k| »

k=1 k=1

Pour n > 2, notons P(n) :« pour tout (x4, ...,x,,) € R",

La propriété précédente prouve que P(2) est vraie.

Supposons P(n) vraie. Soit (1, ..., T, ;) € R"™
Alors
Tpi t Z T
k=1

n
Do
k=1

n

<ap |+ Z |z,.| par hypothése de récurrence
k=1

n+1

>l =
k=1

< ’xn+1|+

d’apres la propriété précédente

n+1
< Z |z | par hypothése de récurrence
k=1
Ainsi, P(n + 1) est vraie, ce qui prouve ’hérédité.

n

2

k=1

Pour tout n > 2, pour tout (x4, ...,z,,) € R,

n
<Z ||
=1
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Preuve :

Exemples

A\

Exemples

CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

PARTIE ENTIERE

Définition 3 (Partie entiere)

Pour tout réel z, il existe un unique entiern € Z tel quen <z <n + 1.
L’entier n est appelé la partie entiére de z, que I'on note |z].

On admet lexistence. Montrons 'unicité. Supposons que n et n’ sont deux entiers qui
conviennent. Onan < z < n’ +1,etdoncn < n’. De méme, n’ < n, et doncn = n’.
D’ou 'unicité. d

Soitz € R.Onadonc| |z] <z < |z|+ 1.

I Exemplen®2 Ona:|2,5|=2 , |2|]=2 , |-2,5]=-3 , (0,8 =0.

Propriété 10 (Partie entiére de la somme d’un réel et un entier)
Soitne”Z,etx € R.Ona:

In+x] =n+|z].

Preuve : (D.A.C)

On cherche 'encadrement de n + = par deux entiers successifs qui pourra permettre d’utiliser
la définition. Par définition de |z |, |x| < # < |z]+ 1. Donc en ajoutant n a tous les membres,
lz] +n <z+n < |z]+n+1 avec |x| +n € Z. Donc par définition de la partie entiere
den+a, |[n+x]=n+|x] O

la partie entiére sont fausses. On ne peut notamment pas sommer dans le cas général,

Attention : la plupart des autres opérations que ’on pourrait vouloir effectuer avec
ni multiplier par un scalaire.

Exemple n°3 Chercher un contre-exemple qui montre que | Az | # A [z].

En effet, \_2%J = |1] = 1 alors que 2 [%J =2x0=0.
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CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

Exemples Exemple n° 4
« Soit y € R. Déterminer un encadrement de |y | en fonction de .

On sait par définition que |y] < yety < |y| + 1. Donc |y] < yety —1 < |y], ce qui donne
y—1<lyl<v

+ Soit z € R. Déduire de la question précédente la limite de la suite (%) .
neEN*

Soit n € N*, on applique la question précédente a y = nx : %_1 < Mgzl < Z—I On a donc

n
xr — % < M < z, et la suite converge vers x par théoreme d’encadrement.
EXPOSANTS, RACINE CARREE
Définition 4
\
. . b m . 1
Soitn € N*etz € R.On définitz™ = x X ... X x et " =—.
_,—/ x

n fois

Par convention, 2° = 1

Propriété 11

Pour tout (n, p) € Z?2 et pour tout réel z # 0,0on a:

(zy)" = a"y"
TP = g gP

@y =

Définition 5

Pour tout réel positif x, il existe un unique réel positif noté \/x tel que \/52 =z ]

Propriété 12

Pour tout (z,y) € (R+)%, ona: /2y = Vz/y

Sig>0, 5= YE
y VY

Sia:>0etn€Z,\/:B”:(\/§)n
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CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

IDENTITES REMARQUABLES

Propriété 13
(a £ b)? = a? + 2ab + b?
Pour tout (a,b) € C?,
(@ £b)3 = a3+ 3ab + 3b%a + b3

a?—b*=(a—b)(a+D)

Ces formules seront généralisées dans le chapitre sur les sommes (formule du bindme de
Newton...)

THEOREME DE LA BORNE SUPERIEURE

Définition 6 (Majorant, minorant)

Soit A un sous-ensemble de R.

e Un majorant de A est un élément M de R tel que
Vre A, x <M.
e Un minorant de A est un élément m de R tel que

Vere A, z>m.

Propriété 14 (Théoréme de la borne supérieure)

Tout sous-ensemble A de R non vide et majoré (resp. minoré) admet un plus petit
majorant (resp. un plus grand minorant). Il est appelé borne supérieure de A notée
sup A (resp. _borne inférieure notée inf A) .

Preuve : Ce théoréme est admis.

Avec les o Le réel o est la borne supérieure d’une partie A de R si, et seulement si
uantificateur.
q fi Vre A, z<a«
Ve>0, dJxe€eA, a—e<czx

e Le réel « est la borne inférieure d’une partie A de R si, et seulement si

Vre A, =2>a«
Ve>0, dreA a+e>zx

Définition 7 (Maximum, minimum)

Soit A un sous-ensemble de R.

MeA

.OndltqueMestlemaleumdeAS'{vxeA xr< M.

mec A

oOndltquemestlenﬂmnwndeAS'{vxeA, r>=m

v
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Notations

Exemples

Quelques

remarques

CuarITre N°2 — Ensemble des nombres réels [BCPST1 Externat Chavagnes)

Un ensemble A ne possede pas nécessairement de majorant ou minorant, et s’ils existent,
il ne sont pas uniques. De méme, A n’admet pas nécessairement de maximum ou
minimum. Par contre, s’ils existent, majorant et minorant sont uniques.

Soit A une partie de R. Quand ils existent, on note :

sup(A) la borne supérieure de A
inf(A) la borne inférieure de A
max(A) le maximum de A
min(A) le minimum de A

Par convention,

e on note sup A = 400 si A n’admet pas de borne supérieure.
e on note inf A = —oo si A n’admet pas de borne inférieure.

Propriété 15

l Toute partie finie de R admet un minimum et un maximum.

Exemplen®5 e R et [0, +00[ ne possédent pas de majorants, ni de maximum.

e Par contre, [0, 5] et [0, 5[ possédent des majorants.
Par exemple, 5, 6, 10, ou plus généralement tout réel z > 5 sont des majorants.
5 est le plus petit de ces majorants. 5 est donc la borne supérieure de [0; 5] et de [0; 5]

e L’ensemble [0, 5] posséde également un maximum : 5.
[0, 5[ ne posséde pas de maximum.

e La propriété de la borne supérieure n’est pas vérifiée dans Q.
Par exemple, {z € Q, 2% < 2} est une partie de Q, majorée et n’ayant pas de borne
supérieure dans Q.

Propriété 16

Quand une partie de R admet un maximum, alors celui-ci est sa borne supérieure.

Quand une partie de R admet un minimum, alors celui-ci est sa borne inférieure.

Dans le cas ou A est non vide et majoré,

« sup A n’est pas forcément un élément de A, a la différence de max A qui, s’il
existe, est nécessairement un élément de A.

o simax A existe, alors max A = sup A.

« sup A est unique, il y a par contre une infinité de majorants.
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